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Resumen. Desde el an˜o 1600 los estados europeos persiguieron la anti-
concepcio´n y el aborto y fomentaron la natalidad, para compensar las
pe´rdidas en guerras, poblar las colonias y suministrar la mano de obra
a las nuevas industrias. Mientras tanto, millones de mujeres murieron
en partos dif´ıciles y por la fiebre puerperal, porque a la salud y la vida
de las mujeres se dedicaba poca atencio´n. Cuando el me´dico hu´ngaro
Semmelweis descubrio´ la verdadera causa de la fiebre puerperal, la clase
pol´ıtica rechazo su descubrimiento ¿Co´mo se explica esta contradiccio´n?
Un modelo matema´tico lo demuestra (y los datos lo confirman): En una
poblacio´n creciente, en que los hombres se casan ma´s tarde que las mu-
jeres, las mujeres solteras son ma´s nu´merosas que los hombres solteros,
aun si la mortalidad de ambos es igual. El excedente de mujeres se incre-
mentaba aun ma´s a causa de las guerras. En consecuencia, en Europa,
donde los partos ileg´ıtimos eran raros, el factor limitante del crecimiento
demogra´fico era la alta mortalidad de los hombres, y la muerte precoz
de muchas mujeres no les importaba a los dirigentes pol´ıticos, porque
siempre hubo un nu´mero suficiente de solteras para reemplazarlas.
Palabras claves. Modelo demogra´fico, poblacio´n, tasa de natalidad,
tasa de mortalidad.
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1. Introduccio´n
La demograf´ıa es aquella a´rea de la matema´tica aplicada donde los nu´meros
se relacionan inmediatamente con la reproduccio´n de la especie humana, pero
tambie´n con sus locuras y sufrimientos. Miremos primero los cuadros 1 y 2.
Mientras el cuadro 1 muestra la pira´mide de edades de una poblacio´n que
durante 80 an˜os no hab´ıa sufrido mayores perturbaciones, el cuadro 2 muestra
el impacto de dos guerras mundiales sobre la misma poblacio´n. A una baja
de nacimientos a causa de la hambruna en el per´ıodo 1916-20, que afectaba a
ambos sexos, se sumaba una mortalidad descomunal de hombres de 20-35 an˜os
en la segunda guerra mundial (1939-45), as´ı que en este grupo de edad, a 5,7
millones de mujeres correspond´ıan so´lo 4,3 millones de hombres.
Esta situacio´n era muy visible en la vida diaria. Por ejemplo, en 1949 tuve dos
compan˜eros de colegio que hab´ıan perdido su padre en la guerra. Ma´s tarde,
en una clase de historia, aprend´ı que en el mundo musulma´n de la Edad Media
un hombre pod´ıa tener 4 esposas legales. Entonces mi idiosincrasia de futuro
matema´tico me condujo a preguntar al profesor, si los musulmanes ten´ıan 4
veces ma´s hijas que hijos. La respuesta del profesor no me convencio´. Pasaron
algunas de´cadas, hasta que me toco´ dictar una clase de demograf´ıa y entonces
encontre´ por fin una respuesta satisfactoria.
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Cuadro 1. Poblacio´n de Alemania en 1910 (en millones y por grupos de edad en intervalos
de 5 an˜os) .
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Cuadro 2. Poblacio´n de Alemania en 1946
Cabe anotar que una poblacio´n en el sentido demogra´fico es un conjunto de
seres humanos de ambos sexos que normalmente eligen sus parejas sexuales en
el mismo conjunto y as´ı se reproducen. Frente a la variabilidad en espacio y
tiempo de las costumbres y normas culturales que rigen las relaciones sexuales
y la cria de hijos en diferentes sociedades, tenemos que admitir que un modelo
matema´tico que sea aplicable a todas las poblaciones humanas, no existe. El
modelo que se propone en este art´ıculo se refiere a la sociedad de Europa y a
los estratos altos de la sociedad en Hispanoame´rica durante los siglos XVIII,
XIX y la primera mitad del siglo XX. La caracter´ıstica espec´ıfica de estas
sociedades era la monogamia y una moral que trataba las madres solteras y los
hijos ileg´ıtimos con repudio. En tales condiciones las mujeres solteras ten´ıan
mucho cuidado para evitar un embarazo y, de lo contrario, trataban de tener
un aborto o, como u´ltima salida, abandonaban o mataban al recie´n nacido.
De todas maneras, los partos ileg´ıtimos eran escasos y no ten´ıan un impacto
demogra´fico notable. Aunque hoy en d´ıa la situacio´n es diferente, el modelo
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puede contribuir a entender mejor las interacciones entre la demograf´ıa y las
normas que rigen la sexualidad y la procreacio´n en una sociedad.
En este contexto caben tambie´n algunos to´picos del debate sobre igualdad de
derechos entre hombre y mujer. La sociedad patriarcal limitaba la funcio´n
de la mujer al papel de madre y ama de casa, mientros los hombres de los
estratos altos trabajaban fuera del hogar como profesionales o funcionarios del
Estado. Eso implicaba que las mujeres se casaran muy jo´venes, mientras que
los hombres no se casaban antes de terminar sus estudios y haberse posesionado
de un cargo con suficientes ingresos para sustentar una familia. Con el modelo
que voy a proponer se puede demostrar que en una sociedad mono´gama, en que
las mujeres se casan ma´s jo´venes que los hombres, el crecimiento demogra´fico
es la causa de un desequilibrio nume´rico en el “ mercado matrimonial ”, de
tal manera que no pocas mujeres quedan solteras durante toda su vida, o no
vuelven a casarse despues del divorcio, mientras los hombres divorciados casi
siempre tienen un segundo matrimonio. En siglos pasados el excedente de
mujeres era la causa de un desprecio de la mujer, visible por ejemplo en la
reluctancia de tomar medidas contra la fiebre puerperal, causa de muerte de
muchas madres en aquella e´poca. En la siguiente seccio´n voy a exponer el
modelo matema´tico y luego volvere´ a los to´picos sociolo´gicos mencionados.
2. El modelo demogra´fico
Casi todas las especies biolo´gicas se reproducen sexualmente. Sin embargo, los
modelos de poblacio´n comu´n y corrientes, denominados modelos de un sexo,
no tienen en cuenta los machos sino consideran solo el nu´mero y la fertilidad de
las hembras. Esto se justifica por el hecho que una escasez de machos hasta un
cierto grado no influye en la tasa de crecimiento de una poblacio´n, en la cual
los machos se aparean con varias hembras. Pero en el caso de las poblaciones
humanas se tienen que tener en cuenta las normas culturales y las exigencias
econo´micas que determinan, junto con el potencial biolo´gico, el nu´mero de
hijos que una mujer puede dar a luz y criar hasta la edad adulta. Por eso los
matrimonios y las uniones libres cr´ıan ma´s hijos que las mujeres solteras. Los
modelos que se adaptan a e´sto se llaman modelos de dos sexos con formacio´n
de parejas.
El modelo ma´s general que describe la formacio´n de parejas de hombres y
mujeres de diferentes edades y el nacimiento de hijos de las parejas es un
sistema de tres ecuaciones diferenciales parciales de primer orden en cuatro
variables independientes: el tiempo t, la edad de la mujer, la edad del hombre
y la “edad” del matrimonio (Hadeler 1989). El “mercado matrimonial” se
representa por una funcio´n que indica cua´ntas parejas con una mujer de edad
a y un hombre de edad b se forman en la unidad de tiempo, dado el nu´mero y
la distribucio´n por edades de solteros de ambos sexos. La tasa de fecundidad
depende de la edad de ambos esposos y de la “edad” del matrimonio, es decir,
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el tiempo trascurrido desde las bodas. Como se ve, este modelo involucra un
gran nu´mero de para´metros, cuyos valores emp´ıricos no se conocen. Adema´s,
un tratamiento anal´ıtico es casi imposible. Por eso aqu´ı se propone un modelo
simplificado en el cual la tasa de fecundidad es constante durante todo el tiempo
en que un matrimonio (o una unio´n libre) existe, pero se divide entre hijas e
hijos. La u´nica forma en que la edad de las personas aparece en este modelo
es la definicio´n de una edad mı´nima que se requiere para formar una pareja.
Personas que han alcanzado esta edad sera´n llamadas adultas. Las parejas
se forman entre adultos sin distincio´n entre solteros, viudos y divorciados o
separados. Una persona soltera en este sentido puede ser soltera en sentido
estricto, o viuda o divorciada (separada). El modelo tiene 3 compartimentos:
mujeres solteras, hombres solteros, parejas. Las parejas tienen hijos que ma´s
tarde, en caso de sobrevivir, entran en el compartimento de las mujeres solteras
o de los hombres solteros. Sean entonces:
dx: edad mı´nima en que se casan las mujeres.
dy: edad mı´nima en que se casan los hombres.
α: promedio por an˜o y pareja, de hijas que sobreviven hasta la edad dx.
β: promedio por an˜o y pareja, de hijos que sobreviven hasta la edad dy.
x(t): nu´mero de mujeres solteras de edad mayor que dx en el tiempo t.
y(t): nu´mero de hombres solteros de edad mayor que dy en el tiempo t.
p(t): nu´mero de parejas en el tiempo t.
µx: tasa de mortalidad de mujeres adultas.
µy: tasa de mortalidad de hombres adultos.
σ: tasa de separacio´n de parejas.
Adema´s el modelo involucra una funcio´n de formacio´n de parejas φ(x, y), donde
φ(x(t), y(t))h es el nu´mero de parejas que se forman en el lapso (t, t + h), de
x(t) solteras y y(t) solteros.
Con respecto a la funcio´n φ se requieren algunas propiedades obvias:
φ(x, y) ≥ 0,∀x, y ≥ 0.
φ(0, y) = φ(x, 0) = 0,∀x, y ≥ 0.
φ(u, v) ≥ φ(x, y)∀u ≥ x, v ≥ y.
Esto implica que ninguna solucio´n con valores iniciales no negativos puede salir
del octante positivo.
La propiedad siguiente se cumple, si el ambiente ofrece recursos suficientes
para que la formacio´n de parejas dependa solamente del nu´mero de hombres y
mujeres:
φ(λx, λy) = λφ(x, y)∀λ, x, y ≥ 0.
Algunos ejemplos de funciones que satisfacen estas condiciones son:
(1) φ(x, y) = amin(x, y), a > 0.
(2) φ(x, y) = 2xy/(x+ y).
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(3) φ(x, y) = a
√
xy, a > 0.
Entonces el modelo demogra´fico consiste de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales con retardo, que se escribe con la convencio´n de evaluar las funciones x
y y siempre en t, en esta forma:
x′ = αp(t− dx) + (µy + σ) p(t)− µxx− φ(x, y). (1a)
y′ = βp(t− dy) + (µx + σ)p(t)− µyy − φ(x, y). (1b)
p′ = φ(x, y)− (µx + µy + σ)p(t). (1c)
El resultado de Martcheva (1999) hace esperar que este sistema tenga una
solucio´n de la forma:
x(t) = x0eρt, y(t) = y0eρt, p(t) = p0eρt.
Tras reemplazar en (1) y dividir por eρt se obtiene (el sub´ındice 0 se omite):
ρx = {αe−ρdx + µy + σ}p− µxx− φ(x, y)
ρy = {βe−ρdy + µx + σ}p− µyy − φ(x, y)
φ(x, y) = (ρ+ µx + µy + σ)p.
y luego,
(ρ+ µx)x = [αe−ρdx − ρ− µx]p. (2a)
(ρ+ µy)y = [βe−ρdy − ρ− µy]p. (2b)
ρp = φ(x, y)− (µx + µy + σ)p. (2c)
Para que x, y, y p sean positivos es necesario que
αe−ρdx > ρ+ µx βe−ρdy > ρ+ µy. (3)
En el caso especial α = β, µx = µy tenemos:
x/y = {αe−ρdx − (ρ+ µ)}/{αe−ρdy − (ρ+ µ)}. (4)
Esto demuestra que x > y si y so´lo si dx < dy y ρ > 0. Pero nuestro objetivo
es representar x/y como funcio´n expl´ıcita de ρ(dy − dx). Si este producto es
pequen˜o, se puede hacer la aproximacio´n siguiente:
x/y = {eρ(dy−dx) − q}/{1− q} = {1 + ρ(dy − dx)− q}/{1− q},
donde q = (ρ+ µ)eρdy/α < 1, debido a (3). Por lo tanto,
x/y = 1 + [ρ(dy − dx)]/(1− q). (5)
Esta fo´rmula demuestra que en poblaciones crecientes en que los hombres se
casan ma´s tarde que las mujeres, el nu´mero de mujeres solteras puede exceder
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el nu´mero de hombres solteros, au´n si estos tienen una mortalidad igual. Por
lo tanto, para determinar la tasa de crecimiento (si e´sta es positiva) podemos
suponer que x > y. En este caso, la funcio´n φ(x, y) = amin(x, y) tiene la
ventaja de que el sistema (1) se reduce a un sistema lineal. Sea entonces
φ(x, y) = amin(x, y) = ay.
Con esto las igualdades (2b) y (2c) se escriben
ρy = −µyy(βe−ρdy − ρ− µy)p
ρp = ay − (µx + µy + σ)p.
Si dividimos ambas ecuaciones por p y ponemos r = y/p, entonces resulta
ρr = −µyr + (βe−ρdy − ρ− µy). (6a)
ρ = ar − (µx + µy + φ). (6b)
En este sistema aparece todav´ıa µx, la mortalidad de mujeres. Pero veamos lo
que pasa si a es grande (lo cual significa un intervalo corto entre matrimonios
sucesivos). De (6b) se sigue que r tiende a 0 si a tiende a ∞. Con esto la
ecuacio´n (6a) se reduce a:
ρ = βe−ρdy − µy. (7)
Esta ecuacio´n impl´ıcita para ρ se puede resolver nume´ricamente con el me´todo
de Newton.
La fo´rmula (7) dice que la tasa de crecimiento depende so´lamente de las tasas de
natalidad y mortalidad de los hombres. Esto contradice obviamente a los mo-
delos demogra´ficos que suponen que la tasa de crecimiento depende solamente
de la mortalidad y del nu´mero de hijas de las mujeres.
3. Control de natalidad, monogamia y tasa de crecimiento
Durante muchos milenios el crecimiento de la poblacio´n humana a nivel mundial
ha sido muy lento. Es probable que las tribus de cazadores y recolectores de
la edad de piedra hayan tenido pocos hijos, porque las mujeres daban a luz
cada 4 an˜os so´lamente. Eso se puede concluir de estudios que se hicieron en los
an˜os 60 del siglo pasado en una tribu de cazadores y recolectores en Namibia
(Africa) que entonces viv´ıa todav´ıa su vida tradicional (Kolata 1974). Una
causa de esto puede ser que las madres amamantaban durante 3 an˜os cada
hijo. El paso a la ganader´ıa, que hizo disponible la leche de animales, acabo´
con esta costumbre, y luego el intervalo entre los partos se redujo a menos de
2 an˜os (Hassan 1981).
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Desde la fundacio´n de estados, un objetivo de los gobiernos ha sido aumentar
o limitar la poblacio´n, segu´n las circunstancias y la ideolog´ıa. La expansio´n de
Roma durante el periodo de la Repu´blica, no hubiera sido posible sin un fuerte
crecimiento de la poblacio´n rural romana. Ma´s tarde, cuando la economı´a
esclavista hab´ıa causado la quiebra de los campesinos romanos, la tasa de
natalidad cayo´ a un nivel tan bajo, que el emperador Augusto dicto´ leyes ma-
trimoniales con el fin de estimular la procreacio´n. A pesar de esto, la tasa de
natalidad de los romanos en los primeros siglos despue´s de Cristo no alcanzo´
el alto nivel del pasado, y las legiones romanas se llenaron con mercenarios
extranjeros. Entonces el emperador Constantino introdujo un subsidio familiar
por hijo, destinado a padres pobres y sometio´ el infanticidio, hasta entonces
un derecho de cada ciudadano romano, a la pena capital. Al mismo tiempo,
los dirigentes de la nueva religio´n del Cristianismo consagraron el matrimo-
nio y adoptaron el dogma que prohibe la contracepcio´n. A pesar de esto, la
poblacio´n de Europa no crecio´ mucho durante la Edad Media y todav´ıa en 1750
no sobrepaso´ la cifra estimada de 140 millones.
En el siglo siguiente a la llegada de los blancos al Nuevo Mundo, la virue-
la y otras enfermedades ende´micas del Viejo Mundo diezmaron la poblacio´n
ind´ıgena de las Ame´ricas que se estimaba en 60 millones en el 1492 (McNein
1976, Sa´nchez-Albornoz 1973). Desde el siglo XVIII, los estados Europeos
trataban de impulsar un crecimiento de la poblacio´n y empezaron, con el
aplauso de las Iglesias, a perseguir personas que conoc´ıan o aplicaban me´todos
de control de natalidad (Heinsohn et al. 1979). La razo´n de e´sto es que las colo-
nias en Ame´rica y las nuevas industrias en Europa necesitaban una poblacio´n
ma´s grande. Como consecuencia, entre 1750 y 1950 Europa y las Ame´ricas
tuvieron un crecimiento demogra´fico sin precedentes (Tabla 1).
1750 1950 1980
Europa 140 580 680
Ame´rica del Norte 1* 170 246
Ame´rica Central y del Sur 11** 160 368
Tabla 1. Poblacio´n (en millones) de Europa y las Ame´ricas en 1750, 1950 y 1980.
* so´lo blancos.
** so´lo blancos e ind´ıgenas sedentarios.
Dado el objetivo pol´ıtico de lograr altas tasas de crecimiento demogra´fico, es
de esperar, por lo menos en la lo´gica de los modelos demogra´ficos de un sexo,
que los gobiernos hubieran fomentado investigaciones y medidas para reducir
la mortalidad materna. La vida y la lucha del me´dico austro-hu´ngaro Ignaz
Philipp Semmelweis (1818-1865) muestra lo contrario. Semmelweis descubrio´ la
causa de la fiebre puerperal y logro´ que en una cl´ınica de maternidad de Viena,
donde e´l implanto´ medidas adecuadas en oposicio´n a su jefe, la mortalidad
materna cayo´ de 18% a 1%. A pesar de su e´xito perdio´ su cargo en la cl´ınica, y
la ca´tedra de obstetricia en la Universidad de Viena le fue negado. Por fin fue
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nombrado profesor de obstetricia en la Universidad de Pest (hoy Budapest),
pero durante su vida su descubrimiento no fue valorado en ningu´n pa´ıs fuera
de Ungheria (Encyclopaedia Britannica 1993). La negativa del establishment
austriaco de combatir la mortalidad materna en la metro´poli Viena, aparece au´n
ma´s parado´jica si uno tiene en cuenta la precaria situacio´n pol´ıtica de un estado
en que una minor´ıa de austriacos alemanes gobernaba grandes poblaciones de
checos, hu´ngaros, croatas, rumanos e italianos.
La fo´rmula (7) sugiere que en una poblacio´n creciente con estricta monogamia
y sin partos ileg´ıtimos la mortalidad de las mujeres no influye en la tasa de cre-
cimiento, en tanto que la mortalidad de los hombres es igualmente alta. Dado
que las normas de la monogamia y la discriminacio´n del parto ileg´ıtimo eran
todav´ıa vigentes en la e´poca de Semmelweis, el rechazo de su descubrimiento
por parte de la clase gobernante no era contrario al intere´s del ejercito austriaco
de tener muchos soldados para las guerras futuras.
Hoy en d´ıa, los partos ileg´ıtimos son frecuentes y aceptados por la sociedad.
Aunque este hecho hace inva´lida la fo´rmula (7), la fo´rmula (5), que implica
un excedente de mujeres solteras si ρ > 0, sigue siendo vigente. En e´pocas
pasadas, cuando el divorcio era imposible, este feno´meno se manifestaba en un
alto porcentaje de mujeres nunca casadas. Desde los an˜os 70 del siglo XX,
en las poblaciones crecientes de Ame´rica Latina se observa que los hombres
divorciados que contraen un segundo matrimonio se casan con mujeres solteras
y muy pocas mujeres divorciadas vuelven a casarse, por lo tanto el porcentaje
de mujeres no casadas mayores de 40 an˜os es mucho ma´s alto que el porcentaje
de hombres no casados de la misma edad. En cambio, en paises sin crecimiento
demogra´fico estos porcentajes son casi iguales, porque los matrimonios entre
parejas divorciadas son muy frecuentes (Tabla 2) .
Hombres Mujeres
Brasil (1980) 12 23
Colombia (1985) 15 28
Me´xico (1978) 11 18
Checoslovaquia(1980) 13 15
Alemania Fed. (1981) 16 15
Inglaterra (1981) 15 14
Tabla 2. Porcentaje de personas no casadas de 40-44 an˜os en paises con crecimiento
demogra´fico (arriba) y sin crecimiento (abajo). Fuente: United Nations, Demographic
Yearbook 1982, New York 1984 y DANE, Bogota´ 1986.
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